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УДК 519.633.6  

ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СКОРОСТИ ВОЛНЫ РЭЛЕЯ 
А.В. Геренштейн, Х.Б. Толипов  
 
 

Для классической задачи Рэлея предложен иной подход к определению ско-
рости поверхностной волны. 

 
 

В работе [1] было получено решение задачи об установившихся колебаниях упругого полу-
пространства, которое получило название поверхностной волны (или волны Рэлея). 

Во всех обзорах и учебниках, где это решение излагается, скорость волны Рэлея определя-
лась после получения явного решения. Однако для других областей (например, клина) получение 
решения в конечном виде весьма проблематично. Но так как исходные уравнения – линейные, с 
постоянными коэффициентами, то для определенных областей с помощью преобразования Лап-
ласа можно перейти к уравнениям в изображениях и попытаться найти скорость интересующей 
нас волны (если скорости нет, то и волны нет). Это авторы и попытались сделать на примере 
классической задачи Рэлея. 

Рассмотрим в плоской постановке задачу колебаний полупространства (x > 0), граница кото-
рого свободна от напряжений. Отыскиваем решения, не зависящие от переменной z и затухаю-
щие при x → ∞. 

Уравнения для смещений имеют вид: 
 

  ρUtt = (λ + μ)(Uxx + Vxy) + μ (Uxx + Uyy), 
(1) 

ρVtt = (λ + μ)(Uxy + Vyy) + μ (Vxx+ Vyy), 
 

где U и V – смещения, соответственно, вдоль осей x, y. 
Краевые условия на поверхности (x = 0) имеют вид: 
 

σzz = λ (Ux + Vy) +2 μ Ux = 0, 
 

σxy  =  μ (Uy+ Vx),                                                                       (2) 
 
Предварительно сделаем замену, введя новые искомые функции: 
 

U = φx +ψy, V = φy – ψx,                                                             (3) 
 

В этом случае уравнения (1) примут вид: 
 

ρφtt =(λ+2μ) (φxx + φyy), 
 

ρψtt =  μ (ψxx+ ψyy).                                                                   (4) 
 
Краевые условия (2)  при x = 0 принимают вид: 
 

(λ+2μ)φxx +  λ φyy – 2 μ ψxy = 0. 
 

2 φxy – ψxx + ψyy = 0. 
 

Из уравнений (4) найдем φzz и ψzz и подставим в краевые условия. В итоге получим: 
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Получим уравнения в изображениях: 
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φx(0) и ψx(0) выразим из краевых условий (10) через φ(0) и ψ(0) и получим решение в изобра-
жениях: 
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Если ω2  ≥ 1, то в формуле (12) полюса чисто мнимые. При этом оригинал будет иметь сла-
гаемые типа синуса и косинуса, т.е. решения не затухают на бесконечности. 

Поэтому должно быть ω2 < 1. 
Тогда в каждом из выражений (11), (12) один из полюсов будет положительный, другой от-

рицательный. 
Необходимо, чтобы вычеты в положительных полюсах были нулевыми (иначе получим экс-

поненциальный рост на бесконечности). При этом (0)ϕ  и (0)ψ  не должны одновременно рав-
няться нулю. 

Надо найти вычет (или величину, пропорциональную вычету) для (11) – в точке 
2 2 2( ) ,p c cω= − а для (12) – в точке 21p ω= − , и приравнять эти вычеты нулю. 

Получаем систему: 
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Однородная система относительно (0)ϕ  и (0)ψ  должна иметь ненулевые решения, поэтому 
определитель должен равняться нулю. 

Проводя несложные преобразования, приходим к известному уравнению: 
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где 2 2 .c λ µ µ= +  
Как известно из [1–4] это уравнение имеет вещественный корень (относительно ω2) ω2 < 1. 

При ω2  ≥1 вещественных корней нет. 
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